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Ziel und Überblick

Ziele: Entwicklung eines stochastischen Asset-Liability-Management (ALM)-Modells eines
Lebensversicherers und einer geeigneten Kompression des Versichertenportfolios sowie
Untersuchung des Einflusses interner und externer Faktoren auf die Bilanz.

Überblick:

I Asset-Liability-Management eines Lebensversicherers

I Einige Modelldetails und Management-Entscheidungen

I Entwicklung der Bilanz

I Kompression und Modellpunkte

I Simulationsergebnisse

I Zusammenfassung
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ALM-Modell

I Wie im Finanzmarkt investieren? → Asset-Management (AM)
I Wie Solvenz sicherstellen? → Liability-Management (LM)
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Herausforderungen in Lebensversicherung & bei Simulation der Bilanz

I Herausforderungen in der Lebensversicherung
I Hohe Vertragslaufzeiten ohne Möglichkeit der Prämienanpassung
I Niedrige Marktzinsen aber hohe Verpflichtungen aus alten Verträgen;

Daher Notwendigkeit im Finanzmarkt zu investieren
I Zusätzlich strenge regulatorische Solvenzanforderungen
I Weitere Risiken, z.B. Langlebigkeit, Heterogenität, Storno, . . .

I Herausforderungen in der Simulation
I Hohe Anzahl an Verträgen
I Viele relevante Faktoren
I Langer Zeithorizont, insbesondere für Stabilitätsaussagen
I Abhängigkeit vom Ausgangsversichertenportfolio
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Bilanz und doppelte Buchführung

Aktiva (Assets) Passiva (Liabilities)
Anleihen (bonds) Cb

k Eigenkapital (equity) Qk
Aktien (stocks) C s

k freie RfB (free reserve) Fk
Liquide Mittel (cash) C c

k versicherungstechnische Rückstellungen (actuarial reserve) Ak
gebundene RfB (bonus reserve) Bk
Verbindlichkeiten bei Banken (liabilities to banks) Lk

Total Ck Total Ck

Tabelle: Aufbau der betrachteten Bilanz zur Zeit tk
RfB = Rückstellung für Beitragsrückerstattung

I Doppelte Buchführung: Die Modellierung erfolgt so, dass alle Entscheidungen und
Fortschreibungen in die Zukunft auf der Asset- und der Liability-Seite erfolgen.

I Dies dient der Kontrolle, beide Seiten müssen am Ende übereinstimmen.
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Finding the Balance in Modeling the Balance Sheet

is important!

Einige Modellprinzipien:
I In unserem Modell entscheidet das Management des Lebensversicherers über die

Anlagestrategie und die Gewinnbeteiligung der Versicherten.
I Als Lebensversicherungsverträge betrachten wir gemischte Versicherungen, die

mindestens die mit garantiertem Zins îG verzinsten Prämien ausbezahlen.
Bonuszahlungen über RfB sind möglich.

I Weitere Faktoren sind modelliert.
Modellverfeinerungen wären an vielen Stellen ohne großen Aufwand möglich.

I Wir folgen europäischem (insbesondere deutschem) Recht sofern möglich.
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Finanzmarktmodell

I Anleihen- und Aktienmarkt, Handel in diskreter Zeit, zu tk .
I Diskretisierte Version des Vasiček-Modells für Anleihenmarkt,

rk = rk−1 + (b − ark−1)∆t + σr ∆kWr

mit ∆kWr := Wr (tk)−Wr (tk−1) für Brownsche Bewegung Wr unter subjektivem
Wahrscheinlichkeitsmaß P, und b = b̃ + λσr ∈ R, a = ã > 0, σr > 0 Parameter unter
risikoneutralem Maß Q. Preis einer Nullkuponanleihe mit Laufzeit T ist

p (tk ,T ) = A(tk ,T )exp (−rkB(tk ,T ))

mit bekannten deterministischen Funktionen A und B.
I Aktienkurse folgen einem diskretisierten Black-Scholes-Modell,

sk = sk−1exp
{(

µs −
1
2σ

2
s

)
∆t + σs∆kWs

}
,

mit Drift µs ∈ R, Volatilität σs > 0 und Korrelation ρ von Ws(t), Wr (t).
I Später berücksichtigen wir auch Crashes im Aktien- und Anleihenmarkt.
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Managemententscheidung: Anlagestrategie

I Abhängig von Zahlungsströmen im Versicherungsgeschäft (Prämieneinnahmen,
Auszahlungen), Kreditrückzahlungen, Zins- und Kursänderungen.

I Im Intervall (tk−1, tk) Anzahlen ϕs
k und ϕb

k an Aktien und Anleihen mit Laufzeit τ gekauft
in tk−1.

I CB
k aggregiertes Kapital in Anleihen, CL

k Position in liquiden Mitteln.
I Anzahlen an Aktien und gekaufter Anleihen sind

ϕs
k = C s,tar

k
sk−1

und ϕb
k = CL

k − C s,tar
k

p (tk−1, tk−1 + τ) ,

wobei C s,tar
k Zielgröße des Managements für Aktienposition.

I CM-Strategie (constant mix) Ziel ist fixer Aktienanteil πs,tar ∈ [0, πs,max]. Dies ergibt
anvisierte Aktienposition

C s,tar
k = min

{
CL

k , π
s,tar ·

(
CB

k + CL
k
)}
.

I CPPI-Strategie (constant proportion portfolio insurance):
C s,tar

k = min
{

min
{

CL
k ,mCPPI ·max{Qk−1 + Fk−1, 0}

}
, πs,max ·

(
CB

k + CL
k
)}
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Managemententscheidung: Deklarierung des Zinssatzes

I Das Management entscheidet auch über die Verwendung der Gewinne.
I Üblicherweise führt ausreichend sorgfältige Prämienkalkulation zu Gewinnen, die den

Versicherten zuzuordnen sind und an das Kollektive verteilt werden.
I In unserem Modell erfolgt erst eine Zuordnung zur freien RfB Fk−1 und später eine

Ausschüttung an die individuellen Verträge. Dies erfolgt durch Anpassung des Zinssatzes,

îk =
{

max
{̂

iG , ω · (γk−1 − γ)
}
, falls k ≡ 1

(
mod 1

∆t
)

îk−1, sonst,

zu Jahresanfang, d.h. zu tk−1 mit k ≡ 1
(
mod 1

∆t
)
. Der Parameter ω wird durch das

Management festgelegt und gewichtet die Abweichung zwischen Anteil der freien RfB

γk−1 = Fk−1(
Fk−1 + Vk−1

)
und Zielanteil γ ∈ [0, 1].
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Liabilities: Entwicklung des Deckungskapitals

I Gewöhnliche Versicherung mit Todes- und Erlebensfallzahlungen.

Satz
Es gilt für alle k = 1, . . . ,K :

Ak =
(

1 + îG
)∆t
·
(
Ak−1 + Pk−1

)
−
(

EG
k + T G

k + 1
ϑ

SG
k

)
,

Bk =
(

1 + îk
)∆t
· Bk−1 +

((
1 + îk

)∆t
−
(

1 + îG
)∆t

)
·
(
Ak−1 + Pk−1

)
−
(

EB
k + T B

k + 1
ϑ

SB
k

)
Vk =

(
1 + îk

)∆t
·
(
Vk−1 + Pk−1

)
−
(

Ek + Tk + 1
ϑ

Sk

)
.
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Modellverifikation

I Weitere Entscheidungen: Vorgehen zur Begleichung der Verpflichtungen:
Geld aus auslaufenden Anleihen, Verkauf nicht benötigter Anleihen, Verkauf von Aktien,
kurzfristige Kredite (over-night), langfristige Kredite (Emittierung von Anleihen).

Theorem
Betrachte die gewöhnliche Versicherung. Gilt die Bilanzgleichung zu Beginn, d.h.,

C s
0 + Cb

0 + C c
0 = A0 + B0 + F0 + Q0 + L0,

so gilt für alle k = 0, . . . ,K

C s
k + Cb

k + C c
k = Ak + Bk + Fk + Qk + Lk .
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Kompression des Versichertenportfolios bei Neukundengeschäft

Kohorten, Modellpunkte (model points):
I Üblicherweise große und sehr heterogene Versichertenportfolios.

Simulation aller Verträge in der Regel nicht möglich.
I Allgemeiner Ansatz: Zusammenfassung ähnlicher Verträge und Simulation nur eines

repräsentativen Vertrages pro Kohorte.
I Unsere Kriterien für Festlegung eines Modellpunkts: Gleiches Geschlecht, ganzzahliges

aktuelles Alter, ganzzahliges Austrittsalter.
I Aktuelles Alter und Austrittsalter eines repräsentativen Versicherten werden zufällig

gezogen. Wir beachten auch die Entwicklung der Größe jeder Kohorte.
I Weitere Kennzahlen werden als durchschnittliche Werte betrachtet.

Integration des Neugeschäfts:
1. Sortiere neue Verträge in neue Kohorten (nach den gleichen Kriterien).
2. Fasse Kohorten mit bestehenden zusammen falls möglich.
3. Passe Kennzahlen an (Versicherungssumme, Prämienzahlungen).
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Anzahl von Kohorten zu Beginn (Modellpunkte)

Anzahl erzeugter Modellpunkte in Abhängigkeit von der Größe des Versichertenportfolios
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Bestandsverdichtung: Kompression eines Versichertenportfolios

Aktuelles Versichertenportfolio
(500 000 Verträge).

Komprimiertes Versicherungsportfolio
(1 374 Kohorten).

I Maximale Anzahl der Kohorten lässt sich aus Modellparametern berechnen.
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Effizienz und weitere Kompressionsschemata

I Ein Simulationsdurchlauf mit 500 000 Verträgen zu Beginn.
I Benötigt 6.1s für das komprimierte Portfolio und 300s für das nicht-komprimierte.
I Verallgemeinertes Kompressionsschemata: Pb1,b2 : Intervalle mit Längen b1 für aktuelles

Alter und b2 für Austrittsalter. Wir verwenden P1,1.
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Figure 1: Average required run times in seconds for simulating a single Monte Carlo path
applying different simulation methods Pb1,b2 for insurance portfolios of different sizes δ0 in
the case of an ongoing insurance business. The number of considered periods is K = 200.

If we apply coarser simulation methods, we may even increase the time saving as
illustrated in Figure 1, where the corresponding run times are plotted against the sizes
of the initial insurance portfolios. However, the additional amount of saved time gets
smaller so that the run times of P2,10, P5,5, and P10,10 are nearly the same. Note that
for P1,1, we obtain the transformed ages for grouping by the corresponding integer values,
see Section ??. This is faster than following the procedure described in Section 2.2 for
b1 = b2 = 1 and yields the same compressed insurance portfolio. As a consequence, the
run time of P1,1 may be smaller than for coarser simulation methods, here P2,1. In most
cases, less additional run time is required for larger δ0. This is due to the fact that the
number of generated cohorts increases slower for large insurance portfolios and is bounded
from above due to logical constraints regarding the ages, as already observed in Figure ??
in Section ??. More importantly, new policies are merged into existing cohorts if possible.

Impacting factor: the number of considered periods

Next we investigate the dependence of the run time on the number K of considered periods.
Here, we fix a time horizon of T = 50 years and vary the period length ∆t. The initial
insurance portfolio consists of δ0 = 250, 000 policies.

In the case of a run-off scenario, P0,0 requires 5.4 seconds per path, i.e. 900 minutes
for a Monte Carlo simulation with N = 10, 000 simulated paths if we choose a monthly
discretization ∆t = 1/12 yielding K = 600 considered periods. The method P1,1 only
requires 0.03 seconds per path or 5 minutes for a Monte Carlo simulation, correspond-
ing to a reduction of 99.6%. Again, simulating insurance portfolios obtained by coarser
simulation methods, i.e. Pb1,b2 with max {b1, b2} > 1, are even faster.

In the case of an ongoing insurance business with new business, the required run times
are much higher as displayed in Table 3.
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Figure 3: Compression factors applying different simulation methods Pb1,b2 in the case of
a stationary business.
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Figure 4: Compression factors applying different simulation methods Pb1,b2 in the scenario
of a negative shock on the expected future number of new customers after 20 years.
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Laufzeit und Kompressionsfaktoren für verschiedene Schemata
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Parameterwahl für Simulationsstudie I

Grundlegende Parameterwahl
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Parameterwahl für Simulationsstudie II

Weitere Parameter
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Abwicklungs- (Run-off) versus Neukundengeschäft: Versichertenanzahl

Entwicklung der Größe des Versichertenportfolios.
Links: Run-off, Rechts: Mit Neukundengeschäft
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Run-off versus Neugeschäft: Bilanz

Erwartete Bilanzstruktur.
Oben: Run-off. Unten: Mit Neugeschäft.

Links: Assets, Rechts: Liabilities

19/33 Jörn Sass Langfristige Stabilität der Bilanz eines Lebensversicherers



Run-off versus Neugeschäft: Einzelne Positionen

Ges.Kapital, Deckungskapital, gebundene RfB, Eigenkapital, Schulden
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Run-off versus Neugeschäft: Festgelegter Zinssatz

Festgelegter Zinssatz îk .
Links: Run-off, Rechts: Mit Neugeschäft

I Extreme Entwicklung bei Run-off konsistent mit Literatur.
I Effekt entsteht durch Konvergenz des Deckungskapitals gegen 0.
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Mit Neugeschäft: Sensitivität des festgelegten Zinssatzes

Durchschnittlicher festgelegter Zinssatz (oben) und Wahrscheinlichkeit, dass genau der garantierte
Zinssatz gezahlt wird (unten), jeweils in den angegebenen drei Szenarien
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Felxibilität des Modells: Szenarien für das Neukundengeschäft
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Vergleich der CM- und CPPI Stratien: Aktienanteil

I CM-Strategie mit Ziel-Aktienanteil 10%
I CPPI-Strategie mit maximalem Aktienanteil 35% und Multiplier 2

Aktienanteil vor (gepunktet) und nach Umschichtung
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Vergleich der CM- und der CPPI Strategie: Handelsvolumen

I Anleihen mit Laufzeit 3 Jahre.
I ALM legt Reihenfolge fest, in der Assets für Begleichung der Verbindlichkeiten verwendet

werden.

Anzahl gekaufter Anleihen als Investment und Anzahl verkaufter Aktien für Verbindlichkeiten
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Crashszenario für den Aktienmarkt

Fünf Realisierungen der Aktienkurse und deren erwartete Entwicklung im Falle eines
Kurssturzes

(
tC, zC)s = (25, 0.4)s
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Crashes im Anleihen- oder Finanzmarkt: Erwartete Bilanzpositionen

Erwartete Bilanzpositionen im Falle eines Aktienmarktcrashes
(
tC, zC)s = (25, 0.4)s (oben) und in Fall

eines Anleihencrashes
(
tC, zC)b = (25, 0.1)b (unten).

Die Skala ganz rechts ist nur für die Verbindlichkeiten gegenüber Banken. Links: CM, rechts: CPPI.
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Crashes im Anleihen- oder Finanzmarkt: Festgelegter Zinssatz

Festgelegter Zinssatz îk Aktienmarktcrashes
(
tC, zC)s = (25, 0.4)s (oben) und im Fall eines

Anleihenmarktcrashes
(
tC, zC)b = (25, 0.1)b (unten). Links: CM, rechts: CPPI.
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Crashes im Anleihen- und/oder Finanzmarkt, zufällig in Zeit und Größe

Tabelle: Durchschnittliche Änderung pro Periode durch Crash im Aktien oder Anleihenmarkt oder in
beiden, jeweils für CM-/CPPI-Strategie. Die Durchschnitte basieren auf N = 10 000 simulierten Pfaden.
Die letzte Zeile betrachtet den zeitgleichen Crash beider Märkte zu zufälliger Zeit und zufälliger Höhe.
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Zuverlässigkeit der Kompressionsmethode

I 10 000 Verträgen zu Beginn, Vergleich zu P0,0 (keine Komprimierung)
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Figure 9: Average development of the capital Ck according to P0,0 and Pb1,b2 in the case
of an ongoing insurance business.

The average development of the capital Ck according to P0,0 and Pb1,b2 is shown in
Figure 9. The respective approximation quality is comparable with the one in the run-
off-case. P1,1 and P2,2 perform very well and also the coarser simulation methods mostly
yield satisfying results. However, the approximation provided by P10,10 is quite inaccurate
at most times.

As we can see in the corresponding figures in Appendix ??, the last observations also
hold for the insurance portfolio size δk, the death and surrender benefit payments Tk
and Sk, and the declared interest rate îk.
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Figure 10: Worst-case approximation paths n∗ of the capital Ck.

In Figure 10, we illustrate the robustness of the simulation methods regarding the
approximation of the capital Ck. In contrast to the run-off-case, where the worst-case ap-
proximation applying P2,2, P5,5, and P10,1 is much worse in the long term, now all methods
maintain their good performance. Again, especially P1,1 yields very good approximations
at all times.
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Figure 11: Total variation distances of the sample distributions of the capital Ck according
to P0,0 and Pb1,b2 . The number of intervals in (??) is J = 50.

Figure 11 displays the total variation distances regarding the capital Ck according to
the simulation methods. They are each of a similar size as in the run-off-case or even
smaller and tend to decrease in the long term. This shows that despite the uncertainty
induced by the new business, the sample distributions of Ck according to P0,0 are well
approximated by the simulation methods.
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The average development of the capital Ck according to P0,0 and Pb1,b2 is shown in
Figure 9. The respective approximation quality is comparable with the one in the run-
off-case. P1,1 and P2,2 perform very well and also the coarser simulation methods mostly
yield satisfying results. However, the approximation provided by P10,10 is quite inaccurate
at most times.

As we can see in the corresponding figures in Appendix ??, the last observations also
hold for the insurance portfolio size δk, the death and surrender benefit payments Tk
and Sk, and the declared interest rate îk.
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In Figure 10, we illustrate the robustness of the simulation methods regarding the
approximation of the capital Ck. In contrast to the run-off-case, where the worst-case ap-
proximation applying P2,2, P5,5, and P10,1 is much worse in the long term, now all methods
maintain their good performance. Again, especially P1,1 yields very good approximations
at all times.
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Figure 11 displays the total variation distances regarding the capital Ck according to
the simulation methods. They are each of a similar size as in the run-off-case or even
smaller and tend to decrease in the long term. This shows that despite the uncertainty
induced by the new business, the sample distributions of Ck according to P0,0 are well
approximated by the simulation methods.
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Alternative Wahl des repräsentativen Versicherten

I Wahl von aktuellem und Austrittsalter pro Kohorte bisher durch Zufallsauswahl.

Except for the equity Qk, the priority orders of the preferences according to the error
measures AMSE and AMAE coincide. Indeed, according to the latter, P5,5 performs
better than P10,1 in approximating Qk.

4.4 Impact of method of selecting the representatives
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Figure 15: Development of the default probability according to P0,0 and P1,10 with dif-
ferent methods (minimum, maximum, random) for selecting the representatives.
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Figure 16: Development of the default probability according to P0,0 and P10,1 with dif-
ferent methods (minimum, maximum, random) for selecting the representatives.

4.5 Summary of the observations and recommendations

We complete this section by summarizing some of the observations from the last two
sections with the purpose of developing corresponding guidelines.
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Ruinwahrscheinlichkeiten für verschiedene Wahlen des repräsentativen Versicherten

I (Noch) kein rigoroses Resultat zur Gültigkeit der Einschachtelung
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Zusammenfassung

I ALM-Modell mit zugehöriger Bilanz und doppelter Buchführung
I Bestandsverdichtung und Modellpunkte, Ausblick auf Zuverlässigkeit
I Modell (und Implementierung) modular, Erweiterungen/Verfeinerungen möglich
I Details und mehr Simulationsergebnisse in:

Diehl, Horsky, Reetz, Sass (2023): Long-term stability of a life insurer’s balance sheet.
European Actuarial Journal (EuAJ) 13, 147–182.
Weitere Untersuchungen in Dissertation von Maximilian Diehl, zum Beispiel zur
Zuverlässigkeit der Bestandsverdichtung (Preprint) und zu weiteren Strategien.

I Literatur siehe dort bzw. Auswahl auf nächster Folie.
Es gibt darunter zahlreiche Arbeiten,
I die sich detaillierter mit speziellen Details beschäftigen,
I die die Bilanz weiter generalisieren,
I oder die die Wahl der Modellpunkte für weitere Vertragsarten untersuchen.

I Vielen Dank für die Aufmerksamkeit!
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